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Résumé 
 
Cette note décrit comment modéliser simplement le comportement d’une cavité accélératrice 
supraconductrice couplée avec son environnement RF et le faisceau qu’elle accélère. Les équations 
régissant le comportement du système au premier ordre sont décrites, et quelques propriétés 
remarquables du système en régime stationnaire sont notamment soulignées.  
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1 Equation du système « cavité couplée » 
 
Une cavité accélératrice supraconductrice développe un champ électromagnétique résonant, 
généralement sur le mode TM010-π, permettant de produire sur son axe faisceau une tension accélératrice. 
L’équation régissant le comportement d’une telle cavité en présence de faisceau et de son 
environnement RF peut se mettre au 1er ordre, par analogie avec un circuit RLC, sous la forme 
suivante* [1] : 
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1.1 La tension accélératrice VC
 
• représente, dans l’espace complexe, la tension accélératrice développée par la cavité le long de 
son axe faisceau ; il s’agit bien entendu ici de la composante basse fréquence de cette tension, qui 
oscille à la pulsation RF de fonctionnement ω = 2πf  ( ) fixée par le générateur RF.  
CV
~
tj
C eV
~ ω
 
• L’amplitude de est définie comme la tension accélératrice maximale agissant sur une particule de 
vitesse réduite β traversant la cavité (le facteur de temps de transit est inclus) ; elle est directement 
liée à la composante longitudinale du champ électrique E
CV
~
Z sur l’axe faisceau (z), et vaut
† :  
( )∫== L
0
czj
ZCC dzezEV
~
V βω , où L est la longueur totale de la cavité. 
                                                 
* Cette forme n’est valable que dans l’approximation QL>>1 (cavité faiblement couplée), et ω ≈ ωcav (fréquence de fonctionnement 
très proche de la fréquence propre de la cavité) ; on suppose aussi que les variations de la fréquence cavité et des courants IG et IB 
sont très lents par comparaison à la fréquence de fonctionnement RF. 
† En supposant que la variation de vitesse de la particule est négligeable à la traversée de la cavité (δβ<<β) 
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Cette tension accélératrice est dépendante de la vitesse du faisceau incident ; elle est maximale pour 
un faisceau de vitesse β0, appelé « bêta optimal »*. On définit aussi le champ accélérateur, 
également dépendant de β, par Eacc=VC/Lacc, où Lacc est la longueur accélératrice de la cavité, définie 
le plus souvent comme étant égale à Lacc= N β0λ/2, où N est le nombre de cellules de la cavité, et λ la 
longueur d’onde RF (=c/f).  
 
La valeur du champ de fonctionnement dans une cavité supraconductrice est généralement choisie 
pour assurer que les champs de surface (électrique Epk et magnétique Bpk) dans la cavité ne 
dépassent pas certaines valeurs maximales. Sachant que les rapports Epk/Eacc et Bpk/Eacc sont des 
paramètres ne dépendant, à β donné, que de la géométrie de la cavité, il vient que la tension 
accélératrice de fonctionnement est spécifiée, selon les cas, par : 
( ) fonctpkaccpk accfonctC EEE
L
V =  ou ( ) fonctpkaccpk accfonctC BEB
L
V =  
 
• La phase de , notée ϕCV~ C = arg( ), doit être rapportée à une phase de référence. On choisit par 
commodité de définir la phase de référence comme étant la phase de  fournissant l’accélération 
optimale (« on-crest »). En considérant que la cavité est un « gap » ponctuel, on se ramène alors au 
cas ϕ
CV
~
CV
~
C = ΦS, où ΦS représente la phase synchrone utilisée dans les calculs de dynamique faisceau. Le 
gain d’énergie d’une particule (de charge q) lors sa traversée de la cavité est alors simplement 
donnée par . CC cosVqW φΔ =
 
 
1.2 Fréquence de fonctionnement ω et angle de déphasage ψ 
 
• Si f0 est la fréquence propre de la cavité, la fréquence de résonance du système « cavité couplée » 
est donnée par : 
2
L
0cav
Q4
1
1ff −=  
où QL est le facteur de qualité du système, défini comme le rapport entre l’énergie stockée et la 
puissance dissipée dans le système par cycle RF †. Dans l’approximation QL>>1, valable dans notre 
cas, il vient que fcav ≈ f0. 
 
• Lorsque le système de la cavité couplée ne fonctionne pas à sa fréquence de résonance fcav, mais à 
une fréquence f=ω/2π, un déphasage est introduit entre un courant d’excitation donné et la tension 
associée induite dans la cavité. Ce déphasage, noté ψ, est l’angle de déphasage propre (« tuning 
angle ») de la cavité, qui vaut : 
⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ −≅⎟⎟⎠
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⎜⎜⎝
⎛ −=
f
ff
Q2
f
f
f
f
Qtan cavL
cav
cav
Lψ   dans l’approximation f≈fcav 
 
                                                 
* Le bêta optimal n’existe que pour une cavité possédant au moins 2 cellules accélératrices (sinon, il vaut 1). 
† De façon générale, Q=ω0U/P, où U est l’énergie stockée et P la puissance dissipée dans le système. 
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• De plus, dans le cas de nos cavités supraconductrices à fort QL, la bande passante du système est 
très faible (égale à fcav/QL), et la moindre perturbation de la fréquence de la cavité va induire une 
variation non négligeable de l’angle de déphasage ψ. Il convient donc de modéliser au mieux ces 
perturbations de fréquence, d’origine mécanique. La fréquence de résonance de la cavité fcav(t) peut 
s’exprimer comme :  
(2) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑+++=
i
MICMICSAFLcav tf2sintftftfftf ii πΔΔΔ  
 
ΔfSAF(t) représente le « detuning », par rapport à la fréquence de fonctionnement f, induit en 
agissant sur le système d’accord à froid de la cavité*. Les termes fMIC et ΔfMIC(t) représentent 
respectivement les fréquences et amplitudes des perturbations excitatrices d’ordre microphonique† 
(vibrations mécaniques des structures, fluctuations de la pression du bain d’hélium…). Enfin, ΔfL(t) 
représente le detuning induit par les forces de Lorentz agissant sur les parois de la cavité ; nous 
utiliserons pour modéliser ce detuning le modèle au 1er ordre suivant :   
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où τm est la constante d’amortissement mécanique de la cavité, et kL est le facteur de Lorentz de la 
cavité, en Hz/(MV/m)².  
 
 
1.3 Facteur de qualité QL 
 
• Plusieurs contributions dans notre cas participent au facteur de qualité QL de la cavité couplée : le 
facteur de qualité Q0 de la cavité elle-même, et les facteurs de qualité de chacun des couplages, 
incident (Qi) et transmis (Qt). On obtient ainsi : 
ti0L Q
1
Q
1
Q
1
Q
1 ++=  
 
• Le Q0 de la cavité est indépendant du champ accélérateur, et peut s’écrire Q0=G/RS, où G est le 
facteur de forme de la cavité, et RS la résistance de surface du matériau utilisé. Dans le cas du 
niobium supraconducteur et dans l’approximation T < TC / 2, cette résistance vaut environ, en ohms : 
T
T
83.1223
resS
C
e
T
f
10.9RR
−−+=  
où T est la température de fonctionnement, TC la température critique du niobium (9.2K), f la 
fréquence de fonctionnement, et Rres la résistance résiduelle quand T tend vers 0K. A fort champ 
cependant, certaines limitations (émission de champ, etc.) induisent la plupart du temps une 
dépendance du Q0 avec le champ accélérateur. Cette dépendance peut se modéliser sous la forme : ( nacc
S
0 EA1R
G
Q −= )
                                                
, où A et n sont des paramètres à ajuster (idéalement, A=0). 
 
* On considèrera dans un premier temps que ce detuning est constant, i.e. pas de rétroaction dynamique du SAF 
† Plusieurs composantes sont ici superposées à différentes fréquences afin de modéliser au mieux les perturbations. 
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1.4 Les courants générateurs IB et IB G 
 
• représente, toujours dans l’espace complexe, le courant induit dans la cavité par le faisceau, à la 
fréquence de travail (dépendance en  comme pour ). Par décomposition de Fourier, on 
montre, dans le cas d’un faisceau gaussien, micro-pulsé à la fréquence f
BI
~
tje ω CV
~
B, que [3] : 
2
B
2
B
22 fn2
0BB eI2I
~
I σπ−==  
où I0 est le courant moyen transporté par le faisceau
*, σB est la largeur temporelle caractéristique du 
« bunch » gaussien, et où n est un entier ≥ 1 représentant l’harmonique de la fréquence de travail 
(n=f/fB). Lorsque les « bunchs » sont très courts devant la période faisceau (fBσB<<1), ce que l’on 
considère ici, l’expression devient simplement I
B
B=2I0
†. 
La phase du courant faisceau, par définition, vaut ϕB=π, puisque le faisceau induit un effet 
décélérateur sur lui-même.  
 
• représente le courant induit dans la cavité par la source de puissance RF à sa fréquence de travail 
f. L’amplitude de ce courant est liée à la puissance RF incidente P
GI
~
inc issue du générateur : 
( ) i
inc
GG QQr
P
2I
~
I ==  
où (r/Q) représente l’impédance shunt normalisée de la cavité (« linac definition »‡). 
Sa phase est notée ϕG.  
 
 
1.5 Système à résoudre dans le formalisme I/Q 
 
• L’équation (1) peut se transformer en un système de 2 équations mettant en jeu soit les amplitudes 
et phases de chaque signal, soit leurs composantes démodulées I & Q, très utiles notamment dans le 
cas d’un système d’asservissement numérique. Dans ce dernier cas, le système à résoudre devient : 
 
(3) 
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑+++=
−−+=
+−+=
i
MICMICSAFLcav
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4
Qr
dt
)t(dV
)t(Vttan)t(V
tQ2
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4
Qr
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ii
πΔΔΔ
ψ
ωω
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avec    et  ( )CCCI cosVV φ= ( )CCCQ sinVV φ=  
( )GGGI cosII φ=    et  ( )GGGQ sinII φ=  
( ) BBBBI IcosII −== φ   et  ( ) 0sinII BBBQ == φ  
                                                 
* 
BBpkB0 f2IqfI , où Iσπ== ∑ pk représente le courant crête, et ∑q la charge totale d’un « bunch » 
† On obtient en fait, pour un faisceau de taille rms 10° à 350 MHz, IB=1.97 I0. 
‡ ( )
U
V
Qr
cav
2
C
ω
= , à β donné, ne dépend que de la géométrie de la cavité. 
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2 Résolution du système « cavité couplée » 
 
 
2.1 Tensions en jeu dans la cavité 
 
• La résolution du système (3), permet d’obtenir au cours du temps, et pour un β donné, la tension 
accélératrice totale créée dans la cavité.  CV
~
 
• Cette tension est la somme de la tension accélératrice créée dans la cavité par le générateur ( , 
solution de (1) lorsque I
GV
~
B=0), et de la tension accélératrice (en l’occurrence décélératrice) créée dans 
la cavité par le faisceau ( , solution de (1) lorsque IBV
~
G=0). 
 
• Mais est aussi la somme des tensions incidente et réfléchie  vues par la cavité ; ces 
tensions s’expriment sous la forme : 
CV
~
incV
~
refV
~
( )
G
i
inc I
~
2
QQr
V
~ =  et    (4) incCref V~V~V~ −=
 
Ces différentes tensions sont représentées sur la figure ci-dessous. 
 
 
 
 
2.2 Tensions vues à l’extérieur de la cavité et bilan de puissance 
 
• Les tensions vues à l’extérieur de la cavité, en jeu dans le système de régulation RF, se déduisent par 
transformation d’impédance : 
- tension incidente : ( ) inci
i
inc V
~
QQr
Z2
V
~ =′ , de phase  ϕG  
- tension réfléchie : ( ) refi
i
ref V
~
QQr
Z2
V
~ =′ , de phase  ϕref  
- tension transmise : ( ) Ct
t
tr V
~
QQr
Z2
V
~ =′ , de phase  ϕC  
où Zi et Zt sont respectivement les impédances des lignes incidentes et transmises. 
IB 
IG 
VB 
ψ 
ψ 
VG 
ϕG 
VB 
VC 
Vinc 
Vref 
ϕG 
ϕC=ΦS VB @ ω=ωcav 
VG @ ω=ωcav 
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• Les puissances associées valent respectivement : 
i
2
inc
inc Z2
V
P
′= , 
i
2
ref
ref Z2
V
P
′=  et 
t
2
tr
tr Z2
V
P
′= . On a aussi, 
pour être complet : 
- puissance dissipée dans la cavité : ( ) 0
2
C
C QQr
V
P =  
- puissance fournie au faisceau : ( )CCBB cosV2
I
P φ=  
- puissance transitoire fournie par la cavité : 
dt
dU
, où ( )ωQr
V
U
2
C≅  : énergie stockée dans la cavité. 
- Par un bilan de puissance, on vérifie bien que Pinc = Pref + Ptr + PC + PB +
dt
dU
. 
 
 
2.3 Résolution du système en régime transitoire 
 
• La résolution du système (3) en régime transitoire nécessite le plus souvent une résolution 
numérique en utilisant des logicels du type Matematica, Mathcad ou Matlab/Simulink. Les figures ci-
dessous donnent l’exemple de la réponse de la tension (amplitude et phase) et de la fréquence 
d’une cavité accélératrice « spoke » soumise à partir de t=0 à un faisceau continu et à un courant 
générateur RF réglé aux conditions optimales de fonctionnement en régime stationnaire. On notera 
notamment que dans un tel cas de fonctionnement (boucle ouverte), les perturbations de fréquence 
jouent un rôle prépondérant sur la stabilité du champ accélérateur et de sa phase. Une boucle de 
régulation équipée d’un PID bien réglé permet généralement, en ajustant en temps réel le signal 
générateur RF, de limiter ces excursions à moins de 1% et 1°. 
CV
~
 
 
VC
Pref 
Pinc 
Ptr 
ϕC
fcav-f 
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 2.4 Propriétés remarquables du système en régime stationnaire 
 
• En régime stationnaire (i.e. à constant), la résolution analytique de l’équation (1) montre que, pour 
créer dans la cavité une tension accélératrice V
CV
~
C à une phase ϕC, la puissance incidente et la phase 
du courant générateur doivent vérifier : 
 
( ) ( ) ( ) ( ) 2BiCCCLiB2C22Liinc I16QQrVtansincosQ4 QIVtan1QQr4 QP ++++= ψφφψ  
 ( )
( ) ( ) CCCLB
CCC
G
VtansincosQQr
2
I
Vtancossin
tan
ψφφ
ψφφ
φ
++
−=  
 
 
• De plus, en spécifiant = (annulation de la puissance réfléchie), on peut déterminer les 
conditions optimales de fonctionnement en régime stationnaire. Elles sont données par : 
CV
~
incV
~
( )
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ++
=
t0
CC
B
C
iOPT
Q
1
Q
1
Vcos
2
IQr
V
Q
φ
 
C
i
L
OPT tanQ
Q2
1tan φψ ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ −=   i.e.  ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ −++= C
it0
cavOPT tanQ
1
Q
1
Q
1
2
1
1ff φ  
 
Dans l’approximation IB ≈ 2I0 et Qi ≈ QL, souvent valable pour les cavités supraconductrices fortement 
couplées, ces 2 conditions deviennent simplement, en fonction de la phase synchrone ΦS : 
 
( ) S0
C
iOPT ΦcosIQr
V
Q ≈  
SOPT Φ−≈ψ   i.e. ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ −≈
iOPT
S
cavOPT Q2
Φtan
1ff  
 
On obtient alors avec un tel réglage : BincOPT PP ≈  et SGOPT Φ≈φ . 
 
 
• Enfin, la résolution de l’équation (2) en régime stationnaire donne le detuning optimal que doit 
assurer le système d’accord à froid par rapport à la fréquence de fonctionnement. Ce detuning doit 
compenser l’effet « beam loading » décrit ci-dessus, mais aussi l’effet des forces de Lorentz ; il vaut 
(hors microphonie) : 
2
C2
acc
L
12
S
i
2
C2
acc
L
12
cavOPTSAFOPT V
L
k10
Φtan
Q2
f
V
L
k10
fff
−−
−−≈−−=Δ  
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2.5 Informations disponibles sur les conditions de fonctionnement 
 
• Grâce à l’acquisition des signaux incidents, réfléchis et transmis, il est possible, d’effectuer un 
monitoring des différentes puissances, mais aussi de la fréquence de résonance de la cavité (ou de 
son tan ψ), du couplage incident, et du courant faisceau. La connaissance de ces grandeurs peut 
permettre de réagir par exemple sur un coupleur variable ou sur le SAF de la cavité pour ajuster et 
optimiser les conditions de fonctionnement.  
 
• Le couplage peut se déduire à partir de (4) : 
2
refrefGinc
Ct
t
t
i
i cosVcosV
cosV
Q
Z
Z
Q ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
′+′
′=
φφ
φ
 
 
 
• En régime établi (lorsque est stabilisé), la fréquence de la cavité et le courant faisceau peuvent 
facilement être dérivés d’après (1) : 
CV
~
 
C
G
C
inc
i
L
C cos
sin
V
V
Q
Q
2tantan
φ
φ
φψ −=   
( ) ( )ψφφφ tansincos
Q
V
cos
Q
V2
Qr
2
I
CC
L
C
G
i
incB +−=  
 
Pour un fonctionnement sans faisceau (IB=0), on obtient simplement : tan ψ = tan (ϕC - ϕG). 
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